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对称不定矩阵的广义 c ho les k y 分解法
’ ` ’
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.

引 言

在具等式约束的二次规划及所谓鞍点问题中
,

经常会遇到解线性方程组

[会二]!笙]
一

[;] (1 )

其中 A 〔 几m x 饥 为对称正定阵
,

B 任 丑n x m 为行满秩阵
;

C 任 尺 n x n 为对称半正定矩阵
.

这类线性方程组有重要的应用背景
.

例如对于 tS o
ke

s 方程
:

一 △户 +

一 d i v “

外 =

0
,

a n

了
,

在 几 上
,

上
,

(2 )

,

在
,

0
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这里 。 是在 砂 (d 二 2 或 3 )中的单连通有界区域
.

这是计算流体动力学 中的一个基本问

题
·

用有限差分或有限元素技术离散化 (2 )时
,

就会导 出解方程组
_

l( ) 的问题 I’]
.

由于 (l) 是一个对称不定问题
,

对直接法而言
,

可用 B u n c h- P ar let t 分解 ls]
,

即把原系

数矩阵分解成

G = U T D U

的形式
,

其中 U 是上三角阵
,

D 为主对角块为 1 x l 或 2 x Z 的对角形矩阵
.

这种分解对

问题 (l) 的特殊结构没有充分利用
,

且由于块状主对角矩阵 D 的特殊性
,

也会给计算带来

一些困难
.

因此许多学者转而研究用迭代法解问题 ( l)
,

如 E恤an 和 G ol ub I’] 提出了不精

确 U z

~
算法

:

fo r k = 0 u nt i l e o

vne
r g e n e e ,

d o

e o m p u t e 。 * + 1 s u 比 t h at A 。 ; + 1 = f 一 B T p 无 + 乓

e o m p u t e p 、 + ; = kp + a (B 、 、 + ; 一
CP

、
)

e n d d o

样该算法中问题 ( l) 的 g 二 0
,

关于用迭代法解问题 ( l) 的讨论可参见 【1
,

2
,

9
,

5】
.

本文提出一种广义 C h ol se k y 分解算法
,

其计算复杂性
、

存贮量要求保持与对称正定矩

阵时的 C ho le 欢 y 分解方法相同
.

数值检验表明新算法是相当有效的
.

2
.

广义 C h o l e s k y 分解

问题 ( l) 中的系数矩阵
G 一

}会嚣}
,

由于 A 为对称正定阵
,

故 A 一 1 存在
,

又由于 B 为行满秩矩阵
,

C 为半正定矩阵
,

故

(C + B A 一 I B )T 为对称正定阵
,

其逆矩阵一定存在
.

这样矩阵 G 的逆矩阵有显式形式
:

G 一 l 二
G i i G i Z

G Z i G 2 2

其中

G i i = A 一 1 + A 一 I B T G 2 2丑 A 一 1 ,

G i Z == 一 G 2 2 B A 一 1 ,

G 2 1 = `孔
,

G 2 2 = 一 (C + B A 一 `刀T
)
一`

.

据此可以看出
,

问题 (l) 存在唯一解
,

且

G i i
f + G i Z g

,

G Z i
f + G 2 2 g

. (3 )
拼P

.r少、.̀

另一方面
,

作量少
,

仅约为

当系数矩阵为对称正定时
,

由于 C ho les 称 分解方法存贮需要量小
,

计算工

N 3
_

份 ifo sP 及 N 次开方运算
,

且数值稳定性好
,

而成为直接法中最常用的算
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法
.

但由于这里矩阵 G 为不定矩阵
,

故 C h of es k y 分解失效
.

但能否找到类似的分解式且能

保持 C h ol es k y 分解的优点呢 ? 这里我们有
,

定理
.

设系数矩阵
I A

G 二 l
_

LB

B T

一 C 1
任 R (m + “

)
x

(。 + 。
)

为问题 ( l) 中的系数矩阵
,

则必存在分解式

G 二 L L (4 )

L石
一 L答
为下三角阵

.

除 L 中 L石前 的负几

TA汉厂
.

沙
其中

一 }魏:c]
,

工 -

且 L A 任 R饥
x 饥 为下三角阵

,

L B 任
俨

x 仇
,

L c 任

号外
,

分解式 (4 ) 是唯一 的
.

证明
. `

因为 A 为对称正定阵
,

故一定存在下三角阵 L A ,

使得

A = L A L支
.

L B = B (L支)
一 1 ,

B = L斌 L匀
.

又由于 C 为半正定阵
,

故 C + L B L忍为对称正定阵
.

故一定存在 C ho les k y 分解

c + L B L石二 L c L吞
.

这样就有
.I : _

!灿
”

! 卜支
“
划

二 「灿毯 少峪
_

!
_ 「A BT !

_ 。
_

LL B L c 」t
一 L石」 LL B L支 L B L五一 L c L刹 LB 一 C ]

故得证
.

这个定理告诉我们
,

尽管 G 是对称不定矩阵
,

但仍存在类似的 C h ol es k y 分解 因子
.

在

(’) 中
,

L 任 (R m + 司 x (m + n) 为下三角阵
,

L 任 R (m + 司 `
(m + 司 为上三角阵

,

且在计算中只

要得到子矩阵 L A ,
L B 和 L c 后

,

就可形成下三角阵 L 和上三角阵 L
.

即形成 L 无需额外

工作量
,

故我们称 (4 ) 式为矩阵 G 的广义 C h ol es k y 分解式
·

据 (4 ) 式我们容易得到
,

「A B T I
推论

`

若 G 一

{
B 。

!

其中

L =

其中 A
,

B 同前述
,

则 G 有分解式

云二 L L
,

(5 )

「L , 0 1
, 「吸 峪 1

I
L 。 cL j

’ “ 一
L
。 一

峪 ]
`
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且 L A ,
L B 同定理中的定义

,

而 L c 为 L B L石的 C h ol es k y 分解式
,

即

子 子T _
T _ T T

力C 力 C 一 刀万力 B
· (6 )

由于 B 为行满秩矩阵
,

故

L B = 到城 )
一 ’

必也为行满秩矩阵
·

这说明 L B L忍为对称正定阵
,

上给出了对称不定阵

定矩阵 v[]
.

另外根据分解式

推论 2
.

设 G 二

的广义 C h o l e s k y

(6 ) 式中的 L c 一定存在
.

该推论实际

分解
`

这也是一类有重要应用背景的不

, .......JTl
矛

l工0BA
...reses
..工

我们有
,

B T
I

_ } 有广义 C h o l e s k y 分解式
一 ` J

G = L L
,

八,BA4
.

且 L A ,
L c 的主对角元分别为 坛

,
乞二 1

,
2

, 二

刀 1

d e t (G ) = (一 1 )
“

fl
葱= 1

嵘n 嵘
二

·
,

m ; v “ ,
乞= 1

,

2
,

…
,

n
.

则

(一 1 )
牡 d e t (A ) d

e t (C + B A 一 1丑T
(7 )

J二 1

证明略
.

3
.

广义 C h o l e s k y 分解的实现

由 (4 ) 的分解式我们可 以看 出
,

广义 C h ol es k y 分解与 C h ol es k y 分解相比
,

仍然保 留

了 C h ol e s k y 分解的所有优点
,

且计算实现也是类似的
·

令

A = {a 勺」任 R m x m
,

B = 【b` j」任 R n x 饥
,

C = [句 1〔 渺
x 几

·

L A =

L B =

L c =

任 R饥 X 爪 为下三角阵
,

〔 R “ X 饥
,

v[司 任 R “ x 几 为下三角阵
,

j 一 1

在以下的讨论中
,

当指标 J = 1 时表达式中的求和式 艺 取为 .0

k = 1

由于

L A L支二 A
,

故得
j 一 1

、

工

(、
, 一 艺心

、

)
2 ,

儿= 1

(
、 , 一

艺
“ 、。*

) /。,
,

乞 = 7
,

(8 )

葱> 么

户

.lee
声、ó

se
、

一一ù勺

,公百
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坛= 1
,

2
,

…
,

仇
,

J
·

,
乞

.

矩阵 L B = t[司 的元素为

`
,

粼
, ,

、 , , ·

一
碗j = 戈卿 一

乙
石“ 与无j / `丁j 多 = 主 , ` ,

= 1
,

2
, 二

…
,

n
,

7 二 1
,

2
,

一
,

仇
·

(9 )

这说 明在形成 L B = B (L支)
一 1 的元素时

,

无需显式形成 L扩
,

而按 (的 式计算即可确定 杨
.

再由

L c L忍二 c + L B L忍

得 L c = 加司 的元素表达式为
,

(、
+ 艺曦

-
j一 1

、

l

艺
v

毒)
“

p = 1

乞 = 7
,

介之

(、
+ 艺 、 协 -

(1 0 )
v `p 。 ;

)z、 , , ` > ,
,

dl、J11
.

,J、名p

k = 1

二 1
,

2
,

…
, 几 ,

j 二 1
,

2
,

…
,
衣

了...少、...叹z

一一弓JV

需要指出的是
,

在实际计算中 L A ,
L B ,

L c 分别复盖 A
,

B
,

C 的存贮单元
,

使得程序更

为紧凑
、

有效
.

在得到 G 的广义 C ho le sk y 分解后
,

问题 (l) 的解向量就容易求得了
:

( 1 ) 令

{之绷到
一

!:}
故 由回代 L A叭 = 了得 叭 ; 再由 L

c

功 = g 一 L B yl 回代得 夕.2

(2 ) 类似地有

!子绷 }到
一

}到
_ _

、

_ 「、 1
既由 L廷p = 一功

,

得 p
,

再由 L久拜 = 9 1 一 L去p 得 。
.

这样就得到解 向量 1 1
.

LP 」

4
.

几点讨论

对于广义 C h o l e s
玲 分解式

,

其计算复杂性及存贮复杂性仍与 C h o l e s k y 分解相一致
·

_ _ _

妒
约为

一二一 次 且。 p s ,

这里 刀 二 仇 + n ,

以及 刀 次开万运算
·

0

另一方面
,

由于 A 为对称正定阵
,

故当 A 的最小特征值 久二 (A ) 大于某一控制值时
,

例如

入斌川 全
1

2
.

0 0 0 0 2 m 百
OC 拼

,

这里

式得

a = m鲜 (叱 )
,
户 为机器精度

,

则 A 的 C h ol es k y 分解就能顺利进行
.

事实上
,

由 (s)

内` = !ll + 曦+. 二 + 曦
,
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l`; 三沪而 坛= i
,

2
,

…
, n ,

k = 1
,

2
,

…
,
乞

,

(1 1 )

这说明 L A 的元素不会增长太大
.

下面我们注意 L c 的元素的增长
.

由于 L A 的元素不会增长太大
,

而 B 为行满秩矩阵
,

故总能使

场 二侧城 )一` 二 两 ]

的元素得到有效的控制
.

不妨设

M = m ax 毗 + 二

1三j 三n
’

J 几

任月 n x m

+ 吼卜

由 (l) 式得

2
.

甲
V

·

艺问。 ` + 艺曦 二
(1 2 )

无= 1

而 C 为给定的半正定矩阵
,

心` 全 0
,
葱二 1

,
2

,

…
,

n
.

则有 (1 2 ) 式得

。 如 兰了瓦再丽
,
云= 1

,
2

,

…
, “ ,

夕 = 1
,

2
,

…
,
乞

这同样说 明 L c 的元素增长一般不会太大
.

在一定的条件下数值计算是稳定的
.

5
.

数值检验

我们在南京大学数学系中心实验室的 P C 3 8 6 计算机上
,

用 M at lab 计算了下列问题
:

[誓一]!二]
一

[:l
·

( 13 )

饥
, 几 为取不同的值

,

为保证 B 为行满秩
,

故要求

A , 二 月讯 + 瑞 任 丑仇 x m
,
石瑞

乙
=

7几 > 介
.

厂 1

(13 ) 中的矩阵分别确定为
,

乞+ J 一 1
端 为 饥 x 饥

单位矩阵
.

故 A 。 为 。 x 。 对称正定阵
.

B = [ibj 』= Im ax (艺
,

j )}任 R
” x 饥

故 B 为行满秩矩阵
.

nC 二氏几叮
任
俨 “

其中

氏 二

习。 =

几 一

d iag

一 w w T
,
二 二 ( i

,
2

,

…
, 。 )

T
.

2
,

…
,

n 一 1
,

o )
.

今曰一T,

一m(1
、

故 氏 为 。 x 。 的对称半正定矩阵
.

而 了任 R 仇
,

g 任 R
n 的确定是使所检验问题总是有精确

解
。 *

= ( i
,

2
,

…
,

。 )T
,

p
*

= (。 + i
,

。 + 2
,

…
,

。 + 二 )T
.
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ù .,.,甘三,.J
**

肠P

r....eses.L一tt且
胜

卫.月」

肠P
r..es....L

计算得到的解记为 x 二 精确解记为 扩 = 计算结果有下表给出
.

广义 C h o l e s

琦 分解
fl o P s

3 9 9 8

1 1 5 3 3

5 0 3 2 1

1 8 8 9 3 8

2 6 7 5 4 8

3 4 4 5 2 4

G a u s 。
消去法

}}x 一 二 `

”2

9
.

4 2 5 9
e 一 1 2

3
.

4 8 8 2
e 一 1 1

4
.

7 8 5 9
e es 1 0

6
.

1 8 1 8
e 一 0 9

1 7 4 0 1 e 一 0 8

2 0 4 8 0
e 一 0 8

fl o P s

8 2 0 7

2 4 1 2 5

1 0 0 1 8 7

3 8 4 4 4 7

5 4 0 6 4 3

73 3 9 6 5

】!二 一 二 *

}}
2

2
.

8 8 5 6
e 一 1 2

1
.

0 0 4 6
e 一 1 1

2
.

2 2 5 1
e 一 1 0

1
.

7 9 93 e 一 0 9

4
.

4 7 9 2
e 一 0 9

9
.

4 8 8 6
e 一 0 9

湍卿粼忠

在表中所指 的 G a us
s
消去法是由 M at la b 给出的

.

计算结果表明
,

本文提出的广义

C h ol es k y 分解方法是相当有效的
,

运算量小
,

存贮空间少
,

数值精度高
,

是其优势所在
.

参 考 文 献

11! R
.

E
.

B a n k
,

B
.

D
.

We l fe r t
,

H
一

Y s e r e nt a nt
,

A e l as s o f i t e r a t i ve m
e t h o d s fo r s o l v i飞

s a d d l e

p o

int p or b l

ems
,

刃公。 be
r

,

万d ht
. ,

5 6 ( 1 9 9 0 )
,

6 4 5一6 6 6
.

[2】J
.

H
.

B r a in b l e ,

J
.

E :
p a s e i ak

,

A p r e e o n d i t io n i n g t e
hc n i职

e fo r i d e

ifn n it e s y s t e

lnS
r e s

ult i n g

fr o
m m诫d 即p r

ox i m at i o n s o f e l l i p t i e p r o b l e
m

s ,

几夕也ht
.

OC
i n p

. ,

5 ( 1 9 8 8 )
,

1一 1 7
.

!3」J
.

R
.

B un hc
,

B
.

N
.

p ar l e t t
,

D i r e e t m
e t h o d s fo r s o lv i n g s y m m

e t r i c i n d e if in t e s y s t e
m

s o f il n e ar
e

叩 at i o n s ,

S了通M .J N U二
.

A o a l
. ,

8 ( 19 7 1 )
,

63 9一6 5 5
.

【4〕 H
.

C
.

E l m
a n

,

G
.

H
.

G l o u b
,

In e x a e t a n d p r e e o n d i t i o n e d U z

awa
a l g o r i t h m s fo r s a d d le p o i llt

P r o b fe m s ,

N u m
e r i e al A n al y s i s P r o je e t

,

S t a n fo r d U n ive r i s t从 N A ee 9 3刁 2
,

1 9 9 3
.

闷 G H
.

G o l u b
,

M
.

A
.

S a

un d e r s ,

L i en ar l e as t s

职 ar e s

an d 明 ad
r
at i e p or gr

amnn
n g , i n J

.

A b ad ie s

e d it o r ,

Int e g e r a n d N o n l i n e r P r o g r

am m i n g ,

N e w oY
r k

,

1 9 7 0
,

2 2 9一2 5 6
.

!5 } D
,

J
.

S i lve s t e r ,

o p t i m
a l low

o r d e r if n i t e e le
m

e nt m
e 七h o d s fo r i n e o m p r e s s i b l e fl ow

,

eT
Ch n i C al

eR p o r t 2 2 3 ,

M at h e
m at i e s D e p ar t m

e nt
,

U n i ve
r s i t y o f M a n e h e s t e r In s t i t u t e o f S e i e n e e a n d

eT
e h n o lo gy

,

1 9 9 2
.

[6」G
.

H
.

G o l u b
,

C
.

F
.

V a n L o

an
,

M at
r ix C o

m p u t a t i o n s ,

T he J o h n H o p k i n s U n ive
r s i t y p r e s s ,

B a l t i m o r e ,

1 9 8 9
.

{7」Y
.

uY an
,

N
um

e r i e a l M e t h o d s fo r N o n l i n e a r P r o g r a
m m i n g

,

Sh a n g h a i S e i e nt i if e & eT
e h in c al

P u b il s h e r s ,

19 9 3
.

s[ 1蒋尔雄
,

对称矩阵计算
,

上海科技出版社
,

19 8.4

0[] 赵金熙
,

线性系统递推算法的研究
,

南京大学博士论文
,

1 9 8 .7


